Classe: 2™ 9 A rendre e 28/03/2003
MATHEMATIQUES

Devoir maison 5

Exercice1: Droited’Euler dansun triangle
ABC est un triangle et O |e centre de son cercle circonscrit. A’ est le milieu du
segment [BC], B’ celui de[CA] et C' celui de [AB].

A. Caractérisation vectorielledel’o&thocq&tre " N

On considére le point H défini par : OH=0A +0B +0OC. [1]

1. Justifier que OB + oc = 20A’.  [2]

2. Déduiredelarelation [1] que AH =20A’.

3. Démontrer alors que les droites (AH) et (BC) sont perpendiculaires.

4. Delaméme maniéere, démontrer que la droite (BH) est perpendiculaire aladroite
(AC).

5. Que représente le point H pour le triangle ABC ?

B. Droited Euler

G désigne le centre de gravité du triangle ABC.

1. Enpartant de |’ égalité GA GA =-2GA’, démontrer gue: 30G = OA +20A".

2. En déduire que 30G = OH.

3. Endéduire |’ alignement de O, G, H lorsque le triangle ABC n’ est pas équilatéral .
4. Que peut-on dire des points O, G et H dans|e casou ABC est un triangle
équilatéral ?

Exercice 2 : On se place dan un repére(O;mi mj ) du plan.
Prenons les points suivants: A(1; 0), B(0; -2), C(-3;-8), D(4; 1), E(2; g)

a) A, B et Csont-ilsalignés ? Justifier laréponse.
b) Méme question pour C, D et E.
¢) Démontrer que (AD) et (BE) sont paralléles.

Exercice 3 : Soit ABC un triangle quelconque. On place le point P symétrique de A
par rapport a B, le point Q symétrique de B par rapport a C et le point R symétrique
de C par rapport aA. On appelle | le milieu de[BC] et K le milieu de [PQ]. on
appelle G et H les centres de gravlte destriangles ABC et PQR.

On choisit lerepére (A ; -AB JAC).

1. Déterminer les coordonnées des points A, B et C.

2. Déterminer les coordonnées du point I, puis celles du point G.

3. Déterminer les coordonnées des points R, P, Q et K.

4. Démontrer que les points G et H sont confondus.

Correction du DM N°5
Exercicel: A — Caracterlsatlon vectorielledel’orthocentre
H est défini par OH OA + OB + OC
1. OB + OC = OA’ +A B+ OA’ +A'Cd apres larelation de Chasles
=20A’ +A'B+A'C
deplus A’ est le milieu de [BC], on adorsA'B+A'C= 0
et on obtient OB + OC ZOA’
2. De| égdlité OH = OA + OB + OC on déduit OH = OA + 20A’
dot OH + AO = 20A’ et AH = ZOA’
3. D’apréslaquestion 2., AH et OA’ sont colinéaires, d'ou (AH) et (OA’) sont
paraléles, de plus (OA’) est lamédiatrice de [BC],
donc (OA’) est perpendiculaire a (BC).
En conclusion, (BC) et (AH) sont perpendiculaires.
4. DememeOA+OC OB’ +B'A + OB’ +B'C
OA + OC =20B’ +B'A =+ B’ C= ZOB' car B est le milieu de [AC]
et d’'aprés[1], on obtient OH OA + OB +0C
OH + BO=20B" et BH = 20B’

BH et OB’ sont colinéaires, (BH) et (OB’) sont alors paralléles
de plus (OB’) est lamédiatrice de [AC], (OB’) et (AC) sont alors perpendiculaires et
on en déduit alors que (BH) et (AC) sont perpendiculaires
5. Hest dorslepoint d intersection de (BH) et (AH) qui sont deux hauteurs du
triangle ABC. Donc H est I” orthocentre du triangle ABC.
B —Droited’Euler
G est le centre de gravité du triangle ABC.
1. Onadors GA -ZGA’

GO + OA = -ZGO ZOA’ d’ou 3GO =- OA —20A’
ce qui donne 360G = OA + 20A". .
2. D’apréslaquestion A - 2., on a20A’ = AH, ce qui donne:
30G = OA + AH = OH.
3. Lesvecteurs OG et OH sont alors colinéai res,
si lestrois points O, G et H ne sont pas confondus, on conclut alors qu'’ils sont
alignés.
Dansle cas d’un triangle équilatéral, les droites remarquables du triangle sont
confondues, donc lestrois points O, G et H sont confondus.

Exercice2 : Dansunrepére (O, i , j )duplan:
a) AB H,H: Acdgh: BC Hggd’ou Ac=4AB (Bc =3KB)
Donc les vecteurs AB et AC sont colinéaires et les points A, B et C sont alignés.
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b) CDE;D' CE



Donc CD et CE ne sont pas colinéaires et les points C, D et E ne sont pas alignés.
X [BD B E ) TNy — g — —
C) ADDLD' BE E xy—xy—3><3—2><1—2—2—0

Donc les vecteurs AD et BE sont colingaires et les droites (AD) et (BE) sont
paralléles.

Exercice 3 : Dansle repére (A ;KB,KC)
1. A(0;0), B(1;0), C(0;1).

2. I estlemilieu de[BC], d'ou x =267 :150—%
_YetYe_0+1_1 1.1
ey > > > donc I(2,2).
G est le centre de gravité du triangle ABC, d’ou AG :% Al
m. |:| m. |:| T [Ke[]
et Al [Jdol AG []et AG Oy O
[l [l

1 1 1.1
Donc xg = 3etyG 3 et G(3,3).
3. Restlesymétrique de C par rapport aC, d' ou A est lemilieu de [RC]
Xc + Xr _0+xs -

> dou 0= > et xg=0
et ya —u d’ou 0=1—+2m et yr=-1 Donc R(0;-1).

En faisant dememepourPet Q,onobtient P(2; 0) et Q(-1; 2).
De plusK est le milieu de [PQ], donc
xK=%2=% et sz%x‘El DoncK(%;l).

H est le centre de gravité du triangle PQR, d'ou RH = % RK.

etonadors X, =

& Do, - @& o1 1
etRK%EdouRK§Det RK D(Hilgdoutzgety —etH(3 3)

G et H ont les mémes coordonne%, ils sont donc confondus.



